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Resumo: Para a inversdo numérica da transformada de Laplace pelo algoritmo Talbot Fixo é necessario escolher
adequadamente valores para os parametros M (nimero de somandos) e N (relacionado ao parametro de fixagdo
r) para que haja convergéncia. Existe uma conjectura de que é condigdo suficiente para convergir que a razdo seja
5 < M/N <19, utilizando N = 5. Porém, esse intervalo sugerido foi obtido a partir de experimentos apenas em
funcdes teste. Neste trabalho, foram realizados experimentos computacionais com a inversdo numérica da
transformada de Laplace pelo algoritmo Talbot Fixo na resolugdo de um problema de valores inicial e de contorno para
a equacdo do calor, comparando as superficies das inversdes analitica e numérica, obtendo-se que o intervalo sugerido
foi suficiente para manter a convergéncia, reforcando assim o critério de escolha dos valores dos parametros.

Palavras chave: transformada de Laplace; transformada inversa; inversao numérica; algoritmo Talbot Fixo; parametros
de convergéncia

Values of parameters for the convergence of Fixed Talbot
algorithm of numerical inversion of Laplace transform applied to
an initial and boundary value problem

Abstract: The numerical inversion of the Laplace transform via Fixed Talbot algorithm requires to adequately choose
the values of parameters M (number of summands) and N (related to the fixing parameter r) in order to achieve
convergence. There is a conjecture for a sufficient condition for convergence which proposes 5 < M/N < 19, with
N = 5. However, the suggested interval was obtained from experiments with test functions. In this work,
computational experiments of the numerical inversion of the Laplace transform via Fixed Talbot for the solution of an
initial and boundary value problem for the heat equation are carried out and the results are compared to those of the
analytical inversion, and resulting that the suggested interval is sufficient to maintain convergence and so reinforcing
the selection criterion of parameters values.

Keywords: Laplace transform; inverse transform; numerical inversion; Fixed Talbot algorithm; convergence
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1. Introducgdo

O ultimo passo para resolver equagGes diferenciais via transformada de Laplace é aplicar a transformada inversa
(Schiff, 1999). Porém, dependendo da fungdo a ser invertida, isso pode ser muito dificil (quando ndo impossivel) de
conseguir analiticamente, como acontece comumente na pratica. Esse é o principal motivo da utilizagdo de algum
método numérico de inversdo da transformada de Laplace. H4 muitos métodos de inversdo numérica da transformada
de Laplace como Durbin, Dubner-Abate, Euler, Graver-Stehfest e Talbot Fixo (Lemos et al., 2021). Apds experimentar os
métodos citados acima, o método de Talbot Fixo (Abate e Valkd, 2004) é o que tem melhor desempenho em relagdo a
precisdo e ao tempo computacional (Lemos et al., 2021). O algoritmo de Talbot Fixo necessita da escolha adequada dos
valores de dois parametros para ter-se a convergéncia, porém essa tarefa pode se tornar dificil para algumas fungdes.
Entretanto, Marcolino et al. (2023) apresenta uma conjectura sugerindo que a escolha adequada para os valores desses
parametros, a fim de garantir a convergéncia, deve ser tal que sua razdo esteja no intervalo (5,19).

Neste trabalho sera comparada a aplicagdo da transformada de Laplace inversa analitica com a inversdo numérica
por Talbot Fixo, dentro do escopo da resolucdo de um problema de valores iniciais e de contorno para a equagdo do
calor para testar a condigao suficiente conjecturada por Marcolino et al. (2023).

2. Materiais e Métodos

Segundo Abate e Valké (2004), foi Talbot (1979) quem comegou a utilizar métodos numéricos para inverter a
transformada de Laplace baseados na deformagdo do contorno da integral de Bromwich

R 1 R
F©) = £7f)] = 5 j et 7 (s)ds, (1)

em que f(s) = L[f(t)] é a transformada de Laplace da funcio f(t) e B é a reta vertical definida no plano
complexocomo s =1 +iy, —o0 <y < o, emque r tem valor fixo escolhido de maneira que toda singularidade de
f(s) estejaaesquerdade B.

Deste modo Talbot apresenta a seguinte formula para a inversdo numérica da transformada de Laplace:

M-1

1. -
f&) ~ %{Ef(r)e” + ) Re[e# 00 (s(60)(1 + o(ek))]} = fre(0), ()
k=1

emaque 6, =kn/M, 0(0) =0+ (6 cotd —1)coth, r =2M/Nt com N =5.

ApOs testes realizados por Marcolino et al. (2023) chegou-se a conjectura de que é condicdo suficiente para
convergéncia que os valoresde M e N do parametro r sdo taisque 5 < M/N < 19. Incluindo utilizar pelo menos
N =5 tal como definido por Abate e Valké (2004), ou seja N = 5 no intervalo sugerido.

3. Resultados

3.1. Formulagdo do problema e resolugdo analitica

Considerando a equac3o do calor para representar a distribuicio da temperatura u(x,t) em uma barra de metal
homogéneo de comprimento unitdrio e condutividade térmica k, com distribuicdo inicial senoidal e extremidades de
temperatura nula, tem-se o seguinte problema (Ferreira, 2019):

U — KUy, = 0, x €(0,1),t>0
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0 . (3)
u(x,0) = senmx, x € (0,1)

Seja 1i(x,s) = L[u(x,t)]. Logo, considerando s como um paradmetro, de aplicar a transformada de Laplace na
equacdo diferencial do problema (3) tem-se

d*a

dx?
que, empregando a condicdo inicial do problema (3), resulta na seguinte equacdo diferencial ordinaria de segunda
ordem linear ndo homogénea

sti(x,s) —u(x,0) — k =0, x¢€(01), (4)
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LS sy = € (0,1) (5)
Tpz R Bxs) = ——senmx, x 1),

Aplicando a transformada nas condi¢Ges de contorno do problema (3), tem-se

i(x,s) = Llu(x, t)] = L[0] =0, x € {0,1}. (6)
Dessa forma, obtém-se o seguinte problema de valores de contorno
d?i sA( )= 1 € (01)
T2 Ku x,s) = Ksennx, x 1) (7)
1(0,s) =1(1,s) =0

A solugdo geral ,(x,s; Cy,C,) daequacdo homogénea associada a equacdo diferencial do problema (7) é

Vs Vs
ﬁo(.x, S, Cl’ Cz) = C1e7x + Cze_Tx, (8)

emque C; e C, sdoconstantes arbitrdrias.

Ainda, uma solugdo particular da equacdo diferencial ndo homogénea no problema (7) é

. senmwx
i, (x,5) =

(9)

km? + s
Logo, somando a solugdo particular (9) da equagdo ndo homogénea com a solugdo (8) da equagdo homogénea
associada, consegue-se a solugdo geral #(x,s; C;,C,) daequagdo do problema (7):

Vs
i(x,s; Cy, Cy) = Uy (x,8) + Up(x,8) = + Ciex™ + Cre k™, (10)

Aplicando as condi¢Ges de contorno do problema (7) a (10) chega-se em C; = C, = 0. Assim, a solugdo do
problema (7) é

(11)

Finalmente, aplicando a transformada de Laplace inversa a (11), u(x,t) = £L™1[#i(x, s)], encontra-se a solucdo do
problema (3) (ver, Figura 1):

u(x, t) = et sen rx. (12)

Figura 1. Solucdo exata (12) do problema (3).
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3.2. Resultados computacionais

Tendo a superficie da solugdo analitica (12) do problema original (3) como referéncia (Figura 1), sera aplicado a
transformada de Laplace inversa numérica em (11) variando os pardmetros M e N para fora das extremidades do
intervalo (5,19) sugerido para convergéncia da inversdo numérica via algoritmo Talbot Fixo (2) aplicada a solucdo (11)
do problema (7) no espaco de Laplace, afim de encontrar quando passa a apresentar distorgdes visiveis em comparagdo

com a superficie da solugdo analitica (Figura 1).
Utilizando os valores dos parametros M =119 e N =7 (M/N = 17) os erros ja comegam a ser visiveis; veja

a Figura 2 a seguir:

talbot fixo

oz

15 1
0.5 o
t

Figura 2. Solucdo aproximada do problema original (3) inversdo numérica via algoritmo Talbot Fixo (2) aplicada a
solugdo (11) do problema (7) no espago de Laplacecom M =119 e N =7.

Aplicando os valores dos parametros M = 126 e N =7 (M/N = 18) os erros se amplificam; veja a Figura 3 a

seguir:

talbot fixo

Figura 3. Solucdo aproximada do problema original (3) inversdo numérica via algoritmo Talbot Fixo (2) aplicada a
solucdo (11) do problema (7) no espago de Laplacecom M =126 e N =7.
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Agora, utilizando os valores M =133 e N =7 (M/N = 19) o grafico mostra erros ainda mais evidentes; veja

a Figura 4:

06 |

talbot fixo

e
=

1

Figura 4. Solugdo aproximada do problema original (3) inversdo numérica via algoritmo Talbot Fixo (2) aplicada a
solugdo (11) do problema (7) no espago de Laplacecom M =133 e N =7.

Utilizando M =140 e N =7 (M/N = 20) o erro de célculo da inversdo numérica fica ainda maior do que o
calculo anterior; observe a Figura 5:

08

=1
m

talbot fixo
=)
T
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Figura 5. Solugdo aproximada do problema original (3) inversdo numérica via algoritmo Talbot Fixo (2) aplicada a
solucdo (11) do problema (7) no espago de Laplacecom M =140 e N =7.

4. Discussdo

Ao aumentar a razdo M /N para valores maiores que 20 o erro sé aumenta, mostrando graficos cada vez mais
distorcidos, e isso reforga a conjectura para convergéncia numérica por Talbot Fixo do extremo superior M/N = 19
do intervalo sugerido (5,19). Para o infimo M/N =5 do intervalo sugerido, a inversdo numérica de (11) ndo mostra
erros evidentes para 1 < M/N < 5 resultando em gréficos semelhantes ao da superficie exata na Figura 1.

A Tabela 1 mostra o maximo erro absoluto para cada uma das superficies geradas pela inversdo numérica por
Talbot Fixo de (11), na qual pode-se observar o aumento do erro ao elevar a razdo M /N para fora do intervalo

sugerido.
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Tabela 1. Maximo erro absoluto das inversGes numéricas.

M N M/N Erro

119 7 17 0,0344
126 7 18 0,3487
133 7 19 2,8153
140 7 20 32,304

5. Conclusions

Neste trabalho foi apresentado de forma resumida um estudo sobre a conjectura que sugere uma condigdo
suficiente para a convergéncia da inversdo numérica da transformada de Laplace por Talbot Fixo. O método numérico
converge dentro do intervalo sugerido 5 < M/N < 19. Ainda, houve convergéncia fora do intervalo, ou seja, quando
1 <M/N <5 como esperado, pois a conjectura sugere uma condigcdo suficiente e ndo necessdria. Para valores de
M/N > 19 ndo houve convergéncia, cumprindo bem a sugestdo. Isso refor¢a um critério de escolha dos parametros.
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